A Kkoszinusz - tételrol

A sikhdromszdgekre vonatkozd koszinusz - tételt kozépiskolai tanulméanyainkbdl jol
ismerjiik. Bizonyitasa Pitagorasz - tétellel, illetve vektorosan sok helyen megtalalhato;
Id. pL: [ 1], [ 2 ]! Most két, kevésbé gyakran eléforduld bizonyitdsat mutatjuk be.

1. Bizonyitas — [ 2 ].

Az 1. abra — forrdsa: [ 2 ] — szerint fenndllnak
az alabbi vetiileti 6sszefliggések, a derékszogii
haromszogekre vonatkozo képleteket alkalmaz-
va, 0 <y < 180° esetén:

a=">b-cosv+c-cosf3; (1)
b=c-cosa+a-cosn; (2)
c=a-cos+b-cosa. (3)

Most szorozzuk meg a fenti egyenleteket rendre
a-val,b-vel (-c)-vell Ekkor:

B L
b cos(F-3) C 8
= ¢ cos b ’ azza-b-cos~{+a-c-cosB; (4)
b>=b-c-cosa+a-b-cosn; (5)
1. abra —c¢’=—a-c-cosf—b-c-cosa. (6)

Most adjuk 6ssze a (4 ), (5), (6) egyenleteket! Ekkor:
a’+b*>—c*>=2-a-b-cosn,
innen pedig az ismert alaku

c=a’>+b*>—2-a-b-cosn (7)

osszefliggés adodik. Ugy tiinik, ez az egyik legegyszeriibb levezetés.

2.) Bizonyitas — [ 3 ].

A (3) egyenlet szerint:

c=Db-cosa+a-cosf3, (3/1)
ehhez vegylik hozza az 1. dbrardl is leolvashat6

b-sina =a-sinf3 (4)
Osszefliggést!

Most emeljiik négyzetre ( 3 / 1 ) mindkét oldalat! Ekkor:



2 2 2 2 2
¢ =Db"-cos"a+a"-cos"3+2-a-b-cosa-cosf3.

Ezutan az ismert trigonometriai osszefiiggéssel alakitsuk tovabb ( 5 ) - 6t! Ekkor:

¢’ :bz-(l—sin2 0¢>+a2-(1—sin2 B)+2-a-b-cosa-cosB:

=a’+b°+2-a-b-cosa-cosB—b*-sina—a’-sin’B.

Most ( 4 ) szerint:

b*-sin* o =a’-sin’ 3 :(a-sinB)-(b-sinu):a-b-sinu-sinB,

igy (6)¢és (7) - tel, valamint az ismert trigonometriai 6sszefliggéssel:

¢>=a’+b’+2-a-b-cosa-cosf—2-a-b-sina-sin =
=a’ +b’ +2-a-b-(cosoc-cosB—sinoc-sinB):

=a’ +b’ +2-a-b-cos(u+B).

Amde a haromszog szogeire fennall, hogy

a+B+~N=m,
igy (9) - bdl:
a+PB=m—r.

Ezutan (8 ) és ( 10 ) - zel:
¢’=a’+b’ +2-a-b-c0s(7t—~{);
de

cos(ﬂ—f\(): —Cos ",

igy (11)és(12) - vel:
c=a’+b>—2-a-b-cosn
adodik, egyezésben (7)) - tel.
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